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РАССЕЯНИЕ УПРУГИХ ВОЛН 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫМ ОГРАНИЧЕННЫМ 
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В статье описана математическая модель рассеяния упругих (сейсмических) волн предварительно напряженной 
ограниченной неоднородностью. Приведен вывод интегральных уравнений, обобщающих известные уравнения 
теории рассеяния упругих волн на случай предварительно напряженной неоднородности, без использования общей 
теории распространения волн в среде с предварительными напряжениями. Предлагается алгоритм численного 
моделирования рассеяния упругих волн на основе полученных уравнений.
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Вводные замечания. Модель гетероген-
ной среды можно представить как сплош-
ную однородную (фоновую) среду, в которой 
имеются как неоднородности, которые мож-
но описать непрерывными функциями, так 
и локализованные включения с резкими гра-
ницами. В общем случае предполагается, что 
неоднородности распределены случайным 
образом по некоторому закону [1]. Основой 
теории распространения волн, в частности, 
упругих, в гетерогенной среде является те-
ория элементарного акта рассеяния волн уе-
динённой неоднородностью [2, 3]. В статье 
рассматривается развитие теории элементар-
ного акта рассеяния упругих (сейсмических) 
волн на случай локализованной предвари-
тельно напряженной неоднородности земной 
коры.

На рис. 1 в качестве примера гетерогенной 
среды изображен сильно упрощенный вари-
ант типичного геологического разреза [4], от-
ражающий известный из эксперимента факт 
того, что в твёрдой Земле в большом числе 
имеются локализованные неоднородности. 
Существование этих неоднородностей может 
быть обусловлено многими геологически-
ми причинами, например, неоднородностью 
вещественного состава, наличием областей 
концентрации тектонических напряжений и 
т. д., причём характерный размер этих неод-
нородностей может варьироваться в широких 
пределах. Наиболее сложным для изучения 
является случай, когда характерные разме-

ры неоднородностей сравнимы или меньше 
длин распространяющихся в фоновой среде 
упругих (сейсмических) волн. Наличие таких 
неоднородностей в геологической среде при-
водит к тому, что процессы рассеяния сей-
смических волн приобретают существенное 
значение для физики распространения по-
следних [4, 5]. Таким образом, геологическая 
среда является характерным примером гете-
рогенной среды.

Ещё одним примером гетерогенных сред 
являются композиционные материалы (ком-
позиты), которые повсеместно встречаются 
в технике, например, в самолётостроении, 
строительстве и т. д. С композиционными 
материалами мы постоянно встречаемся в 
повседневной жизни. Так, например, стены 
наших домов, построенные из бетонных па-
нелей, армированных металлическими стер-
жнями, являются типичным композитом, не 
говоря уже о кирпичной кладке, которая явля-
ется, по существу, в высокой степени упоря-
доченным композитом. 

Композиты обладают многими полез-
ными свойствами, такими как повышенная 
прочность, небольшой по сравнению с ана-
логичными по свойствам однородными ма-
териалами удельный вес и т. д., а широкое 
применение композитов обусловливает не-
обходимость прогнозирования их свойств и 
поведения при различных внешних воздейст-
виях. Такой прогноз может быть основан на 
сборе большого числа экспериментальных 
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данных и поиске эмпирических формул, мо-
делирующих поведение композитов. Однако 
такие подходы, будучи в некоторых случаях 

удовлетворительными для нужд практики, 
ограничены и по понятным причинам вряд 
ли могут удовлетворить с точки зрения по-

Рис. 1. Упрощенный вариант типичного геологического разреза

строения общей теории композитов, ко-
торая может только дать методы прогноза 
их свойств. Прогнозирование свойств и 
поведения композитов в настоящее время 
основано на математическом моделирова-
нии, как самих материалов, так и процес-
сов, происходящих в них. Наиболее полное 
изложение теории распространения (рас-
сеяния) упругих волн  в композитах при-
ведено в работе [5], в которой изложены 
некоторые математические модели волно-
вых процессов в упорядоченных и случай-
но неоднородных композитах. 

Отметим, что теория элементарного 
акта рассеяния (на одной локализованной 
неоднородности), развитая в работах [3, 6, 

7], не описывает всё многообразие процес-
сов рассеяния упругих волн в гетероген-
ной среде. Действительно, при построении 
теории считается, что материальные пара-
метры среды, а именно, модули упругости, 
которые в простейшем случае изотропии 
сводятся к двум параметрам Ламе, и массо-
вая плотность среды являются функциями 
координат, причём неявно предполагает-
ся, что зависимость материальных пара-
метров моделируемой среды от координат 
описывает неоднородность её веществен-
ного состава. В качестве примеров можно 
привести следующие объекты: локализо-
ванное рудное месторождение, нефтяная 
ловушка и тому подобные объекты в геоло-
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гии; щебёнка, или арматура в бетоне в ин-
дустрии стройматериалов. Можно привести 
множество других примеров, на которых мы 
не останавливаемся.  

Известно, однако, что материальные па-
раметры среды, например модули упругости, 
являясь компонентами тензора четвертой 
валентности (везде дальше встречающиеся 
символы ,...,,,,, qplkji  независимо друг от 
друга принимают значения 1, 2, 3), опреде-
ляются в соответствие с реализующимися в 
упругой среде термодинамическими услови-
ями и выражаются следующей формулой [4]:     

                      

( )
2

,p
ijkl
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 ∂
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где p – соответствующий термодинамиче-
ский параметр. В случае, когда в качестве 
термодинамического параметра используется 
энтропия σ, модули упругости называются 
изоэнтропическими, если абсолютная темпе-
ратура θ – модули упругости называются изо-
термическими и т. д. Таким образом, модули 
упругости определяются для фиксированных 
термодинамических условий, а их значения, в 
общем, зависят от значений термодинамиче-
ских параметров, при которых модули опре-
деляются. 

Для модулей упругости, определенных 
при соответствующих термодинамических 
условиях, выполняется условие симметрии 
Максвелла [4], а именно: перестановка пары 
двух первых индексов с парой двух послед-
них индексов в тензоре модулей упругости 
не меняет величины изоэнтропических, изо-
термических и пр. модулей упругости. Таким 
образом, в естественных условиях для моду-
лей упругости выполняются следующие из-
вестные соотношения:

На практике, однако, часто реализует-
ся случай, когда модули упругости объекта 
могут зависеть от внешних, или внутренних 
факторов, не связанных напрямую с измене-
нием термодинамического состояния упругой 

среды. Так, например, если под термодинами-
ческим параметром р подразумевается дав-
ление, то можно определить изобарические 
модули упругости, значения которых зависят 
от компонент тензора предварительных на-
пряжений в упругой среде, причём значения 
последних в свою очередь определяются си-
ловыми воздействиями со стороны внешних 
по отношению к выделенному объёму среды 
объектов или внутренних процессов, имею-
щих механический характер. Таковыми явля-
ются тектонические и техногенные процессы 
в геологии, процессы нагружения конструк-
ций в строительстве и так далее. Поэтому 
при математическом моделировании рассе-
яния сейсмических волн неоднородностью 
среды желательно уметь разделять вклады 
в рассеяние, обусловленные как изменяю-
щимся вещественным составом среды, так 
и наличием поля внутренних напряжений в 
объекте исследования, индуцирующих поле 
предварительных напряжений в окружающей 
среде. Такое разделение крайне полезно, на-
пример, при математическом моделировании 
рассеяния упругих волн нефтяной ловушкой, 
внутри которой существует избыточное дав-
ление, или при моделировании рассеяния 
упругих волн на тектоническом объекте. Дей-
ствительно, такое моделирование позволит 
изучить динамику напряжённого состояния 
объекта исследования.

Формально можно считать, что коорди-
натная зависимость модулей упругости от 
вариации вещественного состава и от пред-
варительных напряжений в среде учитывает-
ся теорией рассеяния упругих волн, которая 
основана на формализме теории возмущений 
для решения уравнений движения [7]: 
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В теории возмущений предполагается, 

что модули упругости зависят от координат 
точки сплошной среды, то есть
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и могут быть представлены в виде
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Величины Δсijkl, зависящие от пространствен-
ных координат, называются вариациями, или 
флуктуациями модулей упругости и позволя-
ют смоделировать наличие в среде неодно-
родностей [8]. 

Соотношение (1) – это, по существу, ли-
нейное приближение в разложении компо-
нент тензора 

 
( )1 2 3, ,ijklc x x x  в ряд Тейлора по 

координатам точки наблюдения. Если предпо-
ложить, что модули упругости зависят также 
от предварительных напряжений в среде, т. е.

( )1 2 3, , , σ ,ijkl ijkl pqc c x x x= то можно в линейном 
приближении записать соотношения, анало-
гичные (1):

 

( ) ( )
( )

0
1 2 3 1 2 3

1 2 3

, , , ,
, , , σ .

ijkl ijkl ijkl

ijkl pq

c x x x c c x x x
c x x x∗
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В формуле (2) первое слагаемое – модули 
упругости однородной фоновой среды, вто-
рое слагаемое – вариации модулей упругости, 
обусловленные неоднородностью веществен-
ного состава, а третье слагаемое – вариации 
модулей упругости, обусловленные наличием 
процессов, вызывающих появление предва-
рительных напряжений в среде.

Нужно учитывать, что воздействия, ге-
нерирующие предварительные напряжения 
в среде, могут нарушать симметрию тензора 
модулей упругости вплоть до нарушения ус-
ловий симметрии Максвелла. Следовательно, 

можно ожидать, что для объекта, который 
можно охарактеризовать флуктуациями мо-
дулей упругости, обусловленными как не-
однородностью вещественного состава, так 
и предварительными напряжениями, будет 
справедливо условие «несимметричности»:

 
( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , σ , , , σ .ijkl pq klij pqc x x x c x x x∗ ∗∆ ≠ ∆

Это условие существенно изменит кар-
тину рассеянного объектом волнового поля, 
что может служить дополнительным прогно-
стическим признаком, например, в динамиче-
ской сейсморазведке.

Суммируя сказанное выше, можно сде-
лать вывод, что разработка математических 
моделей элементарных актов рассеяния упру-
гих волн локализованными неоднородностя-
ми, обусловленными как неоднородностью 
вещественного состава, так и наличием пред-
варительных напряжений в сплошной среде, 
сохраняет актуальность в настоящее время. 

Математическая модель объекта, или 
носитель модели. В данной статье рассма-
тривается простейший вариант математиче-
ской модели рассеяния упругих волн уеди-
ненным локализованным объектом, который 
может быть охарактеризован как предвари-
тельно напряженная неоднородность вещест-
венного состава в однородной фоновой среде 
(рис. 2). Установим математическую модель 

Рис. 2. Предварительно напряженная неоднородность вещественного состава в однородной 
фоновой среде
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объекта, то есть опишем по терминологии те-
ории систем носитель модели, который и явля-
ется физической причиной уединенного акта 
рассеяния упругих волн, для чего обратимся к 
рис. 2. 

На рисунке введены следующие обозна-
чения: V0 – неоднородность, обусловленная 
отличающимся от фоновой среды веществен-
ным составом среды, – собственно рассеива-
ющий объект; V1 – неоднородность, обуслов-
ленная наличием поля предварительных 
напряжений объекта. Внешняя пунктирная 
линия – это условная граница эффективного 
объема неоднородности Vэфф, за пределами 
которого находится фоновая среда с постоян-
ными материальными параметрами:

                                                  
          

 

0
0ρ = ρ , .ijkl ijklc c=                  (3)

Следовательно, в фоновой среде нет пред-
варительных напряжений, а ее вещественный 
состав предполагается постоянным. 

В идеальном случае эффективный объем 
неоднородности может быть представлен в 
виде 

 
эфф 0 1.

def
V V V= 

Однако для численного моделирования 
удобно полагать (рис. 2), что полный объем 
неоднородности

 
0 1 эфф,V V V⊂⊂                   (4)

то есть целиком заключен в Vэфф. Понятие эф-
фективного объема неоднородности, введен-
ное впервые в работе [8], позволит в дальней-
шем при проведении выкладок отказаться от 
операции дифференцирования обобщенных 
функций, что значительно упростит все вы-
воды.

В этих предположениях математическая 
модель объекта может быть описана соотно-
шениями вида (2)
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где индикаторные, или характеристические 
функции области (далее просто функции об-
ласти) определяются так: 
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К соотношениям (5) следует добавить анало-
гичное соотношение для массовой плотно-
сти:

                            
(6)
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Здесь ( )1 2 3ρ , ,x x x∆  – флуктуации массовой 
плотности, обусловленные изменением веще-
ственного состава среды, а  

 
( )1 2 3ρ , , , σ pqx x x∗∆  

– флуктуации массовой плотности, обуслов-
ленные наличием в среде предварительных 
напряжений.

Соотношения (3)–(6) задают математиче-
скую модель объекта, которая используется в 
данной статье для построения теории уеди-
ненного акта  рассеяния упругой (сейсмиче-
ской) волны. 

Математическая модель процесса 
рассеяния, или сигнатура модели. В дан-
ной статье математическая модель процесса 
рассеяния упругих волн строится на основе 
уравнений движения линейно упругой неод-
нородной среды, которые по терминологии 
теории систем и составляют сигнатуру мате-
матической модели рассеяния. Опишем сиг-
натуру модели.

Уравнение распространения упругих 
волн для неоднородной среды в компонент-
ной форме имеет вид [3]:
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           (7)

где i = 1, 2, 3, а модули упругости cijkl и массо-
вая плотность ρ выражаются формулами (5) и 
(6) соответственно (зависимость от времени 
для этих величин не предполагается – среда 
считается стационарной). Напомним, что при 
записи всех уравнений используется соглаше-
ние о суммировании: по дважды повторяюще-
муся индексу (один раз внизу и один раз ввер-
ху) производится суммирование от 1 до 3. 

Для простоты далее рассматривается ма-
тематическая модель процесса рассеяния гар-
монических упругих волн, то есть для всех 
полевых функций и внешних сил предполага-
ется временная зависимость вида exp (–iωt). 
Для случая гармонических волн уравнение 
(7) примет вид
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+ = − ∂ ∂ 

     (8)

В уравнении (8) ω – круговая частота упру-
гой волны, генерируемой источником моно-
хроматического сигнала, или гармоники в его 
разложении Фурье. В уравнении (8) учтено, 
что источники упругого возмущения среды 
находятся вне рассеивающего объекта (ситу-
ация, реализующаяся, например, в сейсмиче-
ской разведке и дефектоскопии) – в правой 
части уравнения в качестве множителя при 
объемной плотности силы стоит плотность 
фоновой среды. Подставляя в (8) формулы 
(5) и (6), после простых преобразований по-
лучим
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∂

+ =
∂ ∂

          
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Система уравнений (9) описывает собст-
венно процесс рассеяния упругих волн не-
однородным предварительно напряженным 
включением ,10 VV  помещенным в одно-
родную фоновую среду V, то есть является 
сигнатурой конструируемой математической 
модели. 

Функция Грина дифференциального опе-
ратора в левой части (9) является решением 
уравнения

                                

( )

2
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δ δ .

ijkl jk ijj k
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c G G
x x

x x

∂
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Получение решения уравнения (10) – 
функции Грина для упругих волн, – весьма 
подробно описано, например, в работе [6]. 
Выпишем лишь конечный результат – функ-
цию Грина для неограниченной изотропной 
среды:

                                                     ( ) ( )2
1 2

exp1, , ω δ
4πρω

s
mn mn s

ik rG x x k
r
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m n

ik r ik r
x x r r
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     (11)

Здесь kp и  ks – волновые числа для продоль-
ных и поперечных волн, соответственно, а  

 
1r x x= −

   – норма (длина) разности радиус-
вектора x  точки наблюдения и радиус-векто-
ра 1x  точки источника.

Используя принцип Дюамеля [9] и учи-
тывая (11), запишем решение неоднородного 
уравнения (9) в следующем виде:

                                                    (12)

Второе слагаемое в правой части (12) ин-
терпретируется как решение уравнения
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описывает распространение возмущения от 
источников поля, сосредоточенных в объеме 
V ' однородной фоновой среды в отсутствие 
включения, и называется в теории рассеяния 
падающим или первичным полем. Обозначим 
компоненту с номером i = 1, 2, 3 первичного 
поля так: 
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Наличие первого слагаемого в правой 
части формулы (12) обусловлено влияни-
ем вторичных источников поля, сущест-
вующим благодаря флуктуациям модулей 
упругости 
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Интегрирование в уравнении (12) для 
удобства распространяется на эффективный 
объем среды Vэфф, что эквивалентно интегри-
рованию по объему неоднородности 10 VV   в 
силу соотношений (5) и (6).

Таким образом, в предположении линей-
ности процесса рассеяния полное волновое 
поле ( )xui   (i = 1, 2, 3) в каждой точке Vx∈  
объема среды
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представляется в виде суммы 
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Отметим, что рассеянное поле в неогра-
ниченной среде должно удовлетворять усло-
вию излучения Зоммерфельда, состоящему в 
том, что на бесконечно удаленной поверхно-
сти
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i
scatx




Уравнение (12) является линейным интег-
ральным уравнением типа Фредгольма. На-
личие слагаемых
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в уравнении затрудняет его численное реше-
ние. Если неоднородность имеет континуаль-
ный характер, то есть выраженная граница 
раздела неоднородности и фоновой среды 
отсутствует, то наличие производных приво-
дит только к техническим трудностям при чи-
сленном решении. Если же имеется «резкая» 
граница раздела, на которой функции ( )ijklc x  
и 

 
( )ρ x  испытывают разрыв первого рода (из 

физических соображений можно принять, 
что ( )1ijklc x∗ 

 и 
 

( )1ρ x∗   непрерывным образом 
продолжаются нулем за границу Vэфф), произ-
водные должны выражаться через δ-функции, 
что совершенно неприемлемо при численном 
решении. Для устранения этой особенности в 

работе [7] предложена предельная процеду-
ра, применение которой в рассматриваемом 
случае существенно отличается от простого 
случая, описанного в указанной работе. Опи-
сание этой процедуры приведено ниже.

Сначала заметим, что с учетом формулы 
дифференцирования произведения функций 
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уравнение (12) можно представить в виде
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Уравнение (17) перепишем, отделив вкла-
ды в рассеянное поле от неоднородностей 
вещественного состава и предварительных 
напряжений:
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где мы обозначили 
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В формуле (19) 'Vy∈  – радиус-вектор 
точек внешнего источника падающей волны, 
занимающего объем 'V . Для упрощения за-
писи было убрано обозначение зависимости 
от круговой частоты.

Очевидно, что в уравнении (18) в силу 
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свойств характеристических функций обла-
сти 

 
( )0 0χ V  и 

 
( )1 1χ V  интегрирование распро-

страняется соответственно в первом слага-
емом на объем, занятый неоднородностью 
вещественного состава, то есть 01 Vx ∈

 , а во 
втором слагаемом – на область напряженного 
состояния, то есть .101 VVx 


∈  Таким обра-

зом, первое слагаемое переписывается в виде
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а второе слагаемое в виде
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Теперь вместо (16) имеем                    
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Обратимся к рис. 3, на котором для про-

стоты изображено сечение исследуемого 

объекта некоторой, например, координатной 
плоскостью. Заключим поверхности S0 и S1 
неоднородностей вещественного состава и 
напряженного состояния в бесконечно тон-
кие слои ±

0V  и ,1
±V образованные двумя не 

соприкасающимися с S0 и S1 поверхностями 
−
0S , +

0S  и −
1S , +

1S соответственно. Далее пред-
положим, что 
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                    меняются непрерывно от нуля до 

некоторого конечного значения на поверхно-
стях +

0S  и −
0S  и, соответственно, на поверхно-

стях +
1S  и .1

−S  В конечном итоге перейдем к 
пределу 00 →±V  и 01 →±V  в первом и втором 
интегральном слагаемом уравнения (18). Так 
как преобразования для обеих поверхностей 
S0 и S1 проводятся одинаково, то проведем их, 
например, для поверхности S0. Интегральный 
член (20) – первое слагаемое в правой части 
уравнения (18), – преобразуется так: 
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Рис. 3. Сечение исследуемого объекта некоторой плоскостью
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Здесь −
0V  означает объем, ограниченный по-

верхностью .0
−S  Обозначим далее: +

0V  – объ-
ем, ограниченный поверхность .0

+S  Далее 
введем обозначение для приграничного слоя 
неоднородности: .000

−+± −= VVV  
Теперь интеграл во втором слагаемом в 

правой части (23), содержащий производные, 
используя теорему дифференцирования про-
изведения функций, преобразуем по теореме 
Остроградского-Гаусса в сумму двух поверх-
ностных интегралов:
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Подставляя (24) в (23) и переходя к пре-

делу при условии 00 →±V  с учетом непре-
рывности флуктуаций Δcijkl, Δρ внутри и того, 

что на поверхности +
0S  флуктуации Δcijkl, Δρ = 

0, получим 

                                        

 (25)

В правой части выражения (25) поверх-
ностный интеграл преобразуем в объемный 
интеграл с учетом того, что при условии 

00 →±V

получим:

Используя полученный результат в вы-
ражении (25) для поля ( ),

0

xui
scat



рассеянного
неоднородностью вещественного состава, 
проводя аналогичные выкладки для второго 
интеграла (21) и записывая аналогичное (25)
равенство для поля ( )xui

scat


1

, рассеянного рас-
пределением в пространстве предваритель-
ных напряжений, и, наконец, подставляя в 
(22), получим следующее интегральное урав-
нение для полного поля во всем пространстве 
R3, как внутри неоднородности, так и вне ее:

( ) ( )+= xuxu i
in
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           (26)

Интегрирование в уравнении (26) произво-
дится по эффективному объему неоднород-
ности с учетом равенств (5) и (6) и свойств 
характеристических функций области.

Уравнение (26) описывает рассеяние 
(гармонических) упругих волн локальной 
предварительно напряженной неоднородно-
стью независимо от того, ограничена ли эта 
неоднородность поверхностью раздела, или 
ее параметры меняются непрерывно в неко-
тором переходном слое. Это уравнение явля-
ется аналогом уравнения Липмана-Швингера 
квантово-механической теории рассеяния [2].

Решение основной задачи теории рас-
сеяния. Основной задачей теории рассея-
ния является задача нахождения последова-
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тельности состояний объекта исследования 
«предварительно напряженная неоднород-
ность + волновое поле». Решение этой задачи 
на основе системы интегральных уравнений 
(26) для реалистичных моделей можно по-
лучить, очевидно, только путем численного 
решения уравнений системы, например, ме-
тодом последовательных приближений:
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in
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(27)

В формуле (27) нижний индекс n у компонен-
ты ( )

p
nu  волнового поля означает номер ите-

рации. Впервые результаты по численному 
моделированию рассеяния плоских упругих 
волн на основе уравнения (26) для более про-
стого случая неоднородности вещественного 
состава были опубликованы в работе [8]. 

В случае, когда включение слабоконтраст-
ное по вещественному составу и по предвари-
тельным напряжениям, – флуктуации плотно-
сти и упругих модулей обоих типов малы, и в 
(27) можно ограничиться первым приближе-
нием

( ) ( )+= xuxu i
in

i 

(28)

Приближение (28), носящее название 

первого приближения Борна, позволяет с до-
статочной точностью описать процесс рассе-
яния для слабоконтрастных включений. 

Присутствие частных производных от 
искомых функций под интегралом в уравне-
ниях (26) приводит к определенным техни-
ческим трудностям в процессе численного 
моделирования. Отметим, что их наличие в 
интегральных уравнениях (26) связано с тем, 
что при получении уравнений мы исходили 
из системы дифференциальных уравнений 
(8) с частными производными второго поряд-
ка – уравнений Ламе. Иной подход к выводу 
интегральных уравнений задачи рассеяния 
акустических, упругих и электромагнитных 
волн описан в работе одного из авторов [3]. 
Распространение результатов работы [3] на 
рассматриваемый случай предварительно 
напряженной неоднородности является бли-
жайшей задачей авторов.

Выводы. В статье разработан алгоритм 
решения задачи рассеяния упругих (сейсми-
ческих) волн предварительно напряжённой 
уединённой неоднородностью вещественно-
го состава. Модель может описывать боль-
шое число ситуаций, возникающих в динами-
ческой сейсморазведке. Собственно алгоритм 
разработан на основе обычной теории рассея-
ния без использования общей теории распро-
странения упругих волн в предварительно на-
пряжённой среде. В ближайшее время авторы 
предполагают опубликовать результаты чи-
сленного моделирования, которые позволят 
предложить конкретные рекомендации для 
сейсморазведки.
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