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ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ

УДК 519.86

МАТРИЧНО-ОПЕРАТОРНАЯ МОДЕЛЬ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

В. Б. Сурнев

Показано, что основная задача математического моделирования динамики параметрической производственно-сбы-
товой системы с сосредоточенными параметрами – задача Коши для системы ОДУ с зависящими от времени коэф-
фициентами – при некоторых предположениях приводится к системе интегральных уравнений Вольтерра второго 
рода. С использованием аналитического вида решения системы интегральных уравнений Вольтерра в виде ряда 
последовательных подстановок построена операторно-матричная модель параметрической производственно-сбы-
товой системы с непрерывным временем, находящейся под воздействием внешних (экзогенных) возмущений. В 
рамках описанного формализма введено понятие оператора рождения нового продукта.  Приведены утверждения, 
из которых следует адекватность формализма интегральных эволюционных уравнений Вольтерра моделируемой 
предметной ситуации. 
Ключевые слова: параметрическая система; оператор рождения; интегральные уравнения Вольтерра; опера-
торно-матричная модель; математическое моделирование.

Два представления линейной дина-
мической системы с сосредоточенными 
параметрами. Известно [1], что сложная 
линейная динамическая (нестационар-
ная) система с сосредоточенными пара-
метрами может быть представлена в опе-
раторном виде:

                               (1)                                                                                      

где S – явно заданный матричный опера-
тор системы, описывающий преобразо-
вание вектора-столбца входного сигнала 

( )f t в вектор-столбец выходного сигна-

ла ( ) ,y t  а [ ],t a b⊂  – актуальное время 
эволюции системы. В развернутой форме 
соотношение (1) принимает следующий 
вид:

                          
(2) 

Здесь элементы ( )i
jS t  матричного

оператора системы ( )S t  сами являют-
ся операторами, которые можно назвать 

операторами рождения по той причине, 
что действие каждого из них на соответ-
ствующую компоненту вектора входного 
сигнала приводит к «рождению» части 
соответствующей компоненты вектора 
выходного сигнала. Далее будет показано, 
что операторы рождения являются интег-
ральными операторами, в рассматривае-
мом случае системы с сосредоточенными 
параметрами и непрерывным временем 
относятся к типу интегральных операто-
ров Вольтерра и выражаются в виде впол-
не определенных интегрально-степенных 
рядов. 

На основе аналогии с теорией рассея-
ния [2, 3] явно заданный матричный опе-
ратор системы S в соотношениях (2) на-
зывают матрицей рассеяния, или просто         
S-матрицей, пары векторов входного и 
выходного сигнала – каналами рассея-
ния, саму сложную систему – многока-
нальной, а ее математическую модель 
– многомерной. Учитывая представле-
ние (2), будем дальше для оператора си-
стемы использовать матричное обозначе-
ние S и говорить о нем, как о S-матрице. 
Таким образом, подразумевается, что все 
уравнения рассматриваются в некотором 
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конкретном функциональном представ-
лении. Отметим, что размерности ком-
понент векторов входного и выходного 
сигнала могут быть разными. Очевидно, 
что для S-матрицы системы можно найти 
только модельный вид и, следовательно, 
при таком способе описания эволюции 
системы S-матрица и является математи-
ческой моделью последней. Дальше раз-
делять понятие системы и ее математи-
ческой модели не будем, основываясь на 
принципе «эквивалентности», который 
сформулирован в работе [4] следующим 
образом: «Поскольку мы можем толковать 
о физической реальности, только опира-
ясь на ту или иную модель, самое простое 
– вообще забыть о различии между объ-
ектом и построенной нами моделью этого 
объекта». 

Строение S-матрицы системы может 
быть достаточно сложным: S-матрица 
может иметь нулевые элементы, а ее не-
нулевые элементы – операторы рождения 
– могут иметь блочную структуру и т. д.
Отметим еще одну особенность рассма-
триваемых систем. В записи S-матрицы 
в соотношении (2) операторы рождения 
явно зависят от времени. Такая зависи-
мость имеет место, когда структурные па-
раметры системы и ее математической мо-
дели являются функциями внешних (эк-
зогенных) возмущений и если последние 
нестационарные – сложными функциями 
от времени. Такие системы и их матема-
тические модели называются экзогенны-
ми параметрическими системами [5–14]. 
Далее рассматриваем экзогенные параме-
трические системы с сосредоточенными 
параметрами. Из этих предварительных 
замечаний можно сделать следующий вы-
вод: как только удается записать явный 
вид S-матрицы системы, так сразу изуче-
ние ее эволюции во времени сводится к 
получению выходного сигнала путем воз-
действия на входной сигнал S-матрицей в 
соответствии с соотношением (1) или, что 
то же самое, – (2). Поэтому задача постро-

ения S-матрицы системы может быть на-
звана основной задачей математического 
моделирования экзогенных параметриче-
ских систем. 

Несмотря на то что исследование эво-
люции системы, основанное на представ-
лении (2), весьма удобно и прозрачно, оно 
применяется на практике редко, так как 
определить явный вид S-матрицы систе-
мы непросто. Поэтому для исследования 
эволюции во времени непрерывной мно-
гомерной системы с сосредоточенными 
параметрами применяется другой метод, 
основанный на математическом модели-
ровании эволюции предметной системы 
системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений. В данной работе пока-
зано, что при некоторых предположениях 
этот метод позволяет определить также и 
явный вид S-матрицы исследуемой систе-
мы.

В качестве примера напомним, что в 
рамках динамической модели Леонтьева 
с непрерывным временем эволюция иде-
альной производственно-сбытовой (эко-
номической) системы описывается сис-
темой обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка [15, 16] с по-
стоянными коэффициентами

                                        (3)   
        

где А – матрица прямых материальных 
затрат; Ф – матрица коэффициентов вло-
жений или коэффициентов приростной 
фондоемкости; I – единичная матрица, 
вектор-столбец; 

                              

n-мерный вектор-столбец конечной про-
дукции каждой из n отраслей производст-
ва, а

n-мерный вектор-столбец входных воз-
действий на систему.

( )1 1 ,
d

I Y I A Y X
dt

− −= Φ − − Φ

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 TnY t y t y t y t= −

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 TnX t x t x t x t= −
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Экономический смысл элементов ука-

занных матриц следующий. Элемент i
ja  

матрицы А – коэффициент прямых мате-
риальных затрат, показывает, какое коли-
чество продукции i-й отрасли производ-
ства необходимо, если учитывать только 
прямые затраты, для производства едини-
цы продукции j-й отрасли производства. 

Элемент i
jϕ  матрицы Ф – коэффициент 

приростной фондоемкости, показывает, 
какое количество продукции i-й отрасли 
должно быть вложено в j-ю отрасль для 
увеличения производственной мощности 
j-й отрасли на единицу продукции.

Вводя обозначения 

систему уравнений (3) запишем в виде

                                            (4)

Добавляя к системе уравнений (4) на-
чальные условия 

                                  (5)    

видим, что динамика многомерной иде-
альной экономической системы описыва-
ется задачей Коши (4)–(5). 

Подчеркнем, что математическая мо-
дель Леонтьева является идеальной, т. е. 
линейной, причем коэффициенты пря-
мых материальных затрат и коэффициен-
ты приростной фондоемкости считаются 
постоянными в течение всего изучаемого 
периода времени. Внешние возмущения в 
этой модели не учитываются, что являет-
ся, однако, весьма грубым приближением 
к реальности.

Действительно, прямые материаль-
ные затраты складываются из объема 
производства товарной продукции, струк-
туры товарной продукции, уровня затрат 
на единицу продукции (расход сырья и 

материалов на единицу продукции и сред-
ней стоимости единицы сырья и материа-
лов), а также удельной зарплаты на еди-
ницу продукции (трудоемкость продук-
ции и уровень оплаты труда за 1 чел./ч). 
Расход материалов на единицу продукции 
зависит от качества сырья и материалов, 
замены одного вида материала другим, 
изменения рецептуры сырья, техники, 
технологии и организации производства, 
квалификации работников, отходов сырья 
и других параметров. Вполне очевидно, 
что все эти факторы варьируются во вре-
мени. Уровень средней цены материалов 
зависит от рынков сырья, отпускной цены 
поставщика, внутригрупповой структуры 
материальных ресурсов, уровня транс-
портно-заготовительных расходов, каче-
ства сырья и т. д. Эти факторы также под-
вержены изменениям во времени.

Таким образом, видно, что элементы 
матрицы Р – структурные параметры си-
стемы – являются сложными функциями 
времени. Причем видно, что функцио-
нальные зависимости элементов матрицы 
Р от времени опосредованы и реализуют-
ся через достаточно большое число внеш-
них параметров системы. В качестве та-
ких параметров можно назвать среднюю 
стоимость сырья, удельную зарплату на 
единицу произведенной продукции, каче-
ство сырья, изменение рецептуры сырья, 
применяемую в процессе производства 
технику, технологию и организацию про-
изводства, квалификацию работников, 
стоимость утилизации отходов сырья и 
другие параметры. Привести полный пе-
речень параметров вряд ли возможно. 
Если учитывается известное конечное 
число m таких параметров, то формально 
можно записать, что

т. е. получаем сложные функциональные 
зависимости структурных параметров от 
времени. Так как число внешних параме-
тров ( )k kc c t=  для системы неопределен-

( ) ( )1 1, ,f t X P I A− −= −Φ = Φ −

( ) ( ) ( ) .
d

I y t P y t f t
dt

+ =

( )0 0 ,y t y=

 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,i i
j j mp p c t c t c t t= 
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но и зависит от степени детальности ис-
следования системы, то можно принять, 
что зависимости структурных параме-
тров системы – элементов матрицы Р – 
от времени задано явно, что значительно  
упростит форму записи дифференциаль-
ных уравнений, описывающих динамику 
системы.

Таким образом, процесс эволюции 
многомерной экзогенной параметриче-
ской экономической системы (с сосредо-
точенными параметрами) моделируется 
неоднородной системой обыкновенных 
диф  ференциальных уравнений вида (4) с 
зависящими от времени коэффициентами 

                                        (6)
             

где I – единичная матрица; P(t) – функцио-

нальная матрица коэффициентов; ( ) ,f t   

( )y t  соответственно n-мерные векторы 
внешних воздействий и отклика системы.

Основная задача для системы ОДУ (6) 
– это задача Коши с начальными услови-
ями

                                   (7)   

Описание динамики экзогенной 
параметрической системы с сосредо-
точенными параметрами эквивалент-
ным интегральным эволюционным 
уравнением. Примем в качестве «разум-
ного предположения», что внешние воз-
действия на систему имеют характер воз-
мущений. В рамках этого предположения 
коэффициенты модельной системы диф-
ференциальных уравнений (6) в окрест-

ности начального значения 0t  можно счи-
тать функциями класса N [17], что харак-
терно для систем со слабо зависящими от 
времени параметрами. Функциональную 

матрицу коэффициентов ( )P t  системы 
(6) в окрестности значения ( )0 ,t a b∈

представим формулой Тейлора [18]:

(8) 

  Подставляя (8) в уравнение (6), при-
ведем его к виду

(9)                                                            

где 

Относя вектор ( ) ( )P t y tD  к вторич-
ным источникам и записывая решение 
векторного уравнения (9) по принципу 
Дюамеля [1], получаем интегральное 
уравнение следующего вида 

                   

(10)

                                                эквивалентное возмущенной задаче Коши 
(7), (9). Функция Грина ( ),G t s  для на-
чальных условий  является решением за-
дачи Коши специального вида [1]:

                                    (11) 

                                                                                 Система, динамика которой определе-
на задачей Коши (11), называется фоно-
вой системой. 

Утверждение 1.  Пусть на компакт-
ном промежутке [ ],a b  изменения пере-
менной t поставлена задача Коши (6), (7). 
Предположим, что элементы матрицы 

коэффициентов ( )P t  векторного  уравне-

( ) ( ) ( ) ( ) ,
d

I y t P t y t f t
dt
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( )0 0 .y t y=
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ния (6) непрерывны на промежутке [ ],a b               
и дифференцируемы m + 1 раз на соот-
ветствующем  открытом  промежут-

ке ( ), .a b  Тогда, если известна функция 
Грина – решение задачи Коши (6), (7), то 

существует окрестность ( )0U t  произ-

вольного начального значения ( )0 ,t a b∈  

такая, что при любых ( ) ( )0 , ,t U t a b∈   

удовлетворяющих условию 0 ,t t>  возму-
щенная задача Коши (7),  (9) сводится к 
эквивалентному векторному интеграль-
ному уравнению Вольтерра (10).

Уравнение (10) в условиях утвержде-
ния 1 является точным. Однако осущест-
вить численное моделирование на основе 
этого уравнения сложно из-за наличия в 
интегральном члене функции, которая 

должна вычисляется в точке 0 .t t< ξ <  
Если предположить, что матрица коэффи-

циентов ( )P t  уравнения (6) является ана-
литической функцией и раскладывается в 
ряд Тейлора, то интегральное уравнение 
значительно упрощается [2]:

 (12)

Адекватность системы интеграль-
ных эволюционных уравнений пред-
метной ситуации. Полагая, что матрич-

ные элементы ( ),i
kG t s  в верхней полови-

не s t>  квадрата ,a t s b≤ ≤  доопределены 

условием ( ), 0i
kG t s ≡  ( nki ,1, = ), перепи-

шем векторное интегральное уравнение 
Вольтерра (12) в виде векторного уравне-
ния Фредгольма 

(13) 

Уравнение (13) – аналог уравнения 
Липмана–Швингера (УЛШ) теории рассе-
яния [2, 3]. Решение УЛШ (13) представ-
ляется борновским рядом, получаемым 
методом последовательных подстановок 
[19], и имеет вид:

                      (14)  
   

Определяя матрицу взаимодействия

   

(15)                                                                         

и подставляя (15) в (14), получаем реше-
ние УЛШ (13) в виде

                                               (16) 
                                                                                                     Операторное соотношение (16) опре-

деляет S-матрицу системы в явном виде:

                 (17)                                                                                                                        

Чтобы показать, что интегральное 
уравнение (12), эквивалентное возму-
щенной  задаче Коши (9), (7), описывает 
эволюцию во времени соответствующей 
линейной экзогенной параметрической 
системы с сосредоточенными параметра-
ми, нужно выяснить вопрос о сходимости 
Борновского ряда (14) и типе этой сходи-
мости. Тогда применимость этого уравне-
ния для математического моделирования 
динамики параметрических систем будет 
обоснована. Нетрудно показать справед-
ливость следующей теоремы [5].

Теорема.  Если ( ), 1,i j n∀ =  функции
( )y t , ( )f t  и матрица ( )P tD  непре-

рывны на компактном промежутке [ ],a b , 
то ряд Борна (14) сходится на этом про-
межутке абсолютно и равномерно.

Приведенная теорема в совокупности 
с утверждением 1 приводит к выводу об 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0 0 0,

, .
t

t

y t G t t y y t

G t s A P s y s ds

= + +

+ −  ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1, ,
b

a

y t y t G t t P t y t dt= + D∫

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , .
b

a

y t G t t y dsG t s f s≡ + ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 1,
b

a

y t y t G t t P t y t dt= + D +∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 0 2 2 1, , .
b b

a a

G t t P t G t t P t y t dt dt+ D D +∫ ∫ 

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

def

1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

,

, , ...

b

a
b b

a a

T dt G t t P t

G t t P t G t t P t dt dt

= D +

D D +

∫

∫ ∫





( ) ( ) ( )0 .y t I T y t= +

def
.S I T= +

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

def

1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

,

, , ...

b

a
b b

a a

T dt G t t P t

G t t P t G t t P t dt dt

= D +

D D +

∫

∫ ∫
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адекватности уравнения (12) моделируе-
мой предметной ситуации [12, 14].

Утверждение 2.  Пусть эволюция 
многомерной параметрической системы 
S с сосредоточенными параметрами на 

промежутке времени [ ],a b  описывается 
решением задачи Коши (9), (7), а эволю-
ция фоновой системы описывается со-
ответствующей задачей Коши (11) для 
уравнения с постоянными коэффициен-
тами, и пусть элементы матрицы коэф-

фициентов ( )P t  уравнения (6) как функ-
ции времени непрерывны на всtм проме-

жутке [ ],a b  и дифференцируемы 1m +  
раз на соответствующем  открытом  

промежутке ( ),a b . Тогда существует 

такая окрестность ( )0U t  произвольного 

начального значения времени ( )0 ,t a b∈ , что 

при любых ( ) ( )0 ,t U t a b∈  , таких, что 

0t t> , динамика экзогенной  параметри-
ческой системы описывается интеграль-
ным уравнением вида (12).

Утверждение 2 конструктивно, так как 
итерационный алгоритм решения уравне-
ния (12) реализуется численно намного 
проще, чем решение исходной системы 
обыкновенных дифференциальных урав-
нений.

Возвращаясь к предметному смыслу 
изучаемой системы, из установленного 
соотношения (17) легко видеть, что эле-
менты S-матрицы моделируемой эконо-

мической (производственно-сбытовой) 
системы, которые теперь можно назвать 
операторами рождения нового продукта, 
в рамках принятых предположений, име-
ют следующий явный вид

                                                  (18)                                                                                                            

где i
jδ  – элементы единичной матрицы 

(второе название i
jδ  – символ Кронекера 

[17]), а элементы ( )i
jT t  матрицы взаимо-

действий (15) выражаются интегро-сте-
пенными рядами следующего вида:

(19)
  

В заключение можно сделать следую-
щие выводы:

1) математическая модель экономиче-
ской (производственно-сбытовой) систе-
мы в виде матрично-операторного соот-
ношения (2) установлена; 

2) предложенный алгоритм нахожде-
ния операторов рождения нового продук-
та ( )i

jS t  является конструктивным в силу
доказанных утверждений; 

3) конкретный вид операторов рожде-
ния нового продукта должен содержать 
в себе все требуемые для рождения про-
дукта операции, включая и логистические 
операции. 

Построение математических моделей 
конкретных производственно-сбытовых 
экономических систем не являлось зада-
чей данной статьи.

 ( ) ( ) ,i i i
j j jS t T t= δ +

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

def

1 1 1

1 1 1 2 2 2 1

,

, , ... .

b
i i k
j k j

a
b b

i k m n
k m n j

a a

T dt G t t P t

G t t P t G t t P t dt dt

= D +

+ D D +

∫

∫ ∫
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