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естественного откоса, отвал будет устойчивым при любой его высоте. 
Вместе с тем при расчете устойчивости отвалов имеются некоторые 

особенности, которые и будут рассмотрены далее.
Не усложняя и без того непростую схему расчета устойчивости от-

косов, будем считать распределенную нагрузку q постоянной. Теоретиче-
ски она может быть задана произвольной функцией, однако установить 
на практике ее распределение, как правило, не представляется возмож-
ным.

Рассмотрим пример расчета отвала на слабом наклонном основа-
нии. Пусть отвал скальных пород отсыпан под углом естественного отко-
са, т. е. разрушение по первой схеме невозможно. Геометрические харак-
теристики отвала, нагрузка и физико-механические свойства следующие 
(рис. 1): a = j1 = 35о; g = 2,5 т/м3; С1 = 0 т/м2; q = 3 т/м. Характеристики 
контакта: b = 15о; С′ = 5 т/м2; j′ = 15о. 

Перейдем к расчету отвала по второй схеме. В принципе, расчет 
такого отвала полностью идентичен примерам на анизотропный и под-
работанный откос, рассмотренным в предыдущих частях. Единственное 
дополнение заключается в пригрузке площадки отвала. Однако никаких 
принципиальных трудностей пригрузка не вызывает. Её действие учиты-
вается при суммировании сил под площадкой следующим образом:
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где h – глубина поверхности скольжения на стыке участков откоса и бер-
мы.

По результатам численного решения примера определены геоме-
трические параметры наиболее слабой поверхности скольжения и пре-
дельная высота отвала. Результаты представлены в виде вектора опреде-
ляемых параметров: {l s d h h1 x0 tg y H}T = {0,88 1,53 1,38 21,17 7,36 48,97 
1,07 53,76}Т (d, h1 – соответственно масштабный коэффициент и глубина 
поверхности скольжения на стыке откоса и площадки, остальные обо-
значения см. ранее). Поверхность скольжения приведена на рис. 2.

В заключение отметим, что если бы породы отвала обладали сце-
плением, отыскание поверхности скольжения необходимо было бы про-
изводить при n = 1, т. е. l = С/g.

Рассмотрим теперь пример расчета отвала по третьей схеме. Расчет 
по этой схеме является наиболее сложным и включает в себя практиче-
ски все элементы и приемы расчета, рассмотренные в предыдущих ча-
стях. Дело в том, что поверхность скольжения будет проходить как под 
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This article is the forth part of the published work on the creation of a unified theory of calculating the stability of slopes for arbitrary geological conditions. Ensuring 
the sustainability of dumps and determination of their limit parameters is one of the priority tasks of open deposit development. One of the main problems in this 
matter is the lack of suitable, in terms of their sustainability, areas allocated for dumping. In this regard, dumps are poured out on the inclined or not prepared (not 
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Статья является четвёртой частью публикуемой работы по созданию единой 
теории расчёта устойчивости откосов в произвольных горно-геологических 
условиях. Обеспечение устойчивости отвалов и определение их предельных 
параметров является одной из приоритетных задач открытой разработки ме-
сторождений. Одной из главных проблем в данном вопросе является отсутствие 
подходящих, с точки зрения обеспечения их устойчивости, площадей, отводимых 
под отвалообразование. В связи с этим отвалы отсыпаются на наклонное или не-
подготовленное (неустойчивое) основание. Таким образом, значительно возра-
стает вероятность разрушения отвалов и их оснований. Вместе с тем негативные 
геомеханические явления на отвалах могут привести к остановке вскрышных ра-
бот, а значит, и добычи. Вопрос устойчивости отвалов (насыпей) является также 
актуальным в гидротехническом, промышленном, гражданском и транспортном 
строительстве. Методами исследования настоящей работы являются вариацион-
ное, дифференциальное и интегральное исчисления, а также теория устойчиво-
сти однородных, неоднородных и анизотропных откосов, которая опубликова-
на ранее. В первой части статьи рассматриваются возможные способы потери 
устойчивости отвалов. Выявляются аналогии между устойчивостью отвалов на 
различном основании и однородными, неоднородными и анизотропными отко-
сами. Во второй части исследований решаются конкретные примеры на устой-
чивость отвала на наклонном основании и неустойчивом наклонном основании. 
Подробно описывается порядок решения рассматриваемых задач. Приводится 
исчерпывающий математический аппарат для реализации данных решений. Все 
решения даны в строгой механико-математической постановке.

Ключевые слова: откос; отвал; угол откоса; угол внутреннего трения; сцепление; 
высота отвала; условие равновесия; устойчивость отвала; контакт; основание 
отвала; поверхность скольжения; излом поверхности скольжения.

На рис. 1 показан отвал, расположенный на слабом наклон-
ном основании. В зависимости от соотношений параме-
тров, влияющих на его устойчивость, возможны три вари-

анта его разрушения:
1) разрушение произойдет по поверхности скольжения, проходя-

щей только в породах отвала;
2) поверхность скольжения частично будет совпадать с контактом 

отвал–основание;
3) поверхность скольжения преломляется на контакте отвал–осно-

вание, проходит по породам основания и выходит на некотором расстоя-
нии от нижней бровки откоса.

В связи со сказанным расчет отвала по первому варианту иденти-
чен расчету однородного откоса, по второму – анизотропного, а по тре-
тьему – неоднородного откоса.

В частном случае, когда породы основания прочные (устойчивые), 
а отвальная масса является скальной и отсыпается в один ярус под углом 

* Первая часть статьи опубликована в вып. 4(40) за 2015 г., с. 45–57.
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Рисунок 1. Схема отвала на слабом наклонном основании / Figure 1. Scheme of dump on the weak inclined base.

Рисунок 2. Расчет отвала на наклонном основании / Figure 2. Calculation of dump on the inclined base.

откосом отвала, так и под откосом основания, угол наклона которого в 
пределе может быть равен нулю. Ранее приходилось рассматривать лишь 
откосы с углом, превышающим угол внутреннего трения пород. В связи 
с этим возникают некоторые особенности расчета, которые рассмотрим 
по порядку.

Будем считать, что угол наклона откоса основания меньше угла 
внутреннего трения слагающих его пород, т. е. 0 ≤ a1 ≤ j. В противном 
случае рассматриваемая задача будет сводиться к задаче по расчету неод-
нородного откоса, которая была рассмотрена в предыдущих частях. Кро-
ме того, угол наклона откоса основания должен быть менее угла трения 
пород отвала по породам основания.

При построении поверхностей скольжения в однородных свобод-
ных откосах и определении их предельных параметров был введен неко-
торый коэффициент l, обеспечивающий выполнение условия предель-
ного равновесия и определяющий предельные параметры откосов. Когда 
рассматривается участок выпора пород с углом откоса, меньшим угла 
внутреннего трения пород основания, очевидно, условие предельного 
равновесия должно выполняться автоматически, т. е. n = 1 (см. ранее), 
подобно тому, как и на участке под верхней бермой принималось n = 1. 

Итак, начиная с точки, находящейся на некотором удалении от 
нижней бровки отвала до точки, соответствующей нижней бровке отва-
ла, при выполнении условия a1 ≤ j поверхность скольжения описывает-
ся известным уравнением (так как n = 1, l заменяем на С/g):
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Построение поверхности скольжения на этом участке имеет неко-
торую особенность, связанную с тем, что a1 ≤ j. Дело в том, что функция 
(1) имеет разрыв в точке
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где р – параметр интегрирования (по сути, производная функции по-
верхности скольжения).

В случае, когда a1 > j, разрыва функции нет, т. е. как и в рассмотрен-
ных ранее задачах, например, на однородный откос. 

Разрыв функции будет иметь место при выполнении условия: 0 < a1 < j. 
При этом точка разрыва (угол наклона поверхности скольжения) в зави-
симости от угла внутреннего трения и угла откоса находится в интервале: 
–[p/4 – j/2] ≤ J ≤ j. Точка разрыва J является максимальным значением 
угла поверхности скольжения на этом интервале, определяется глубиной 
расположения поверхности скольжения на стыке участков откосов отвала 
и откоса основания и не может превышать значения arctg p. 

Следующий участок поверхности скольжения (второй) находится 
под откосом отвала, а сама поверхность скольжения пока проходит по 
породам основания отвала. Так как в точке под нижней бровкой отвала 
J < j, то поверхность скольжения на рассматриваемом участке описыва-
ется уравнением:
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Если в уравнении (2) положить А = 0 и принять l ≡ С/g или, что то 
же самое, воспользоваться условием трансверсальности на пересечении 
с откосом, то получим уравнение (1).

Условие на стыке участков откоса отвала и откоса основания полу-
чим при рассмотрении разрывной вариационной задачи второго рода при 
условии равенства ординат по обе стороны от стыка (Лаврентьев М. А., Лю-
стерник Л. А. Курс вариационного исчисления. 2-е изд. М.: Гостехиздат, 
1950. 296 с.): 
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где h1 – глубина точки излома; y1, y2 – углы наклона поверхности сколь-
жения в точке преломления.

Заметим, что излом поверхности скольжения на стыке участков от-
коса отвала и откоса основания будет иметь место, если угол откоса от-
вала больше угла внутреннего трения пород отвала, а угол откоса осно-
вания меньше угла внутреннего трения пород основания. В противном 
случае излома поверхности не будет.

Далее на участке J > j поверхность скольжения описывается уже 
известным уравнением:
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где В – постоянная интегрирования.
Этим уравнением описывается поверхность скольжения на третьем 

участке, который продолжается до контакта основание–отвал. Далее, как 
и было показано в предыдущих частях работы, поверхность скольжения 
преломляется, после чего начинается четвертый участок. В случае если 
угол наклона поверхности скольжения после преломления превышает 
угол внутреннего трения пород отвала (если это не так, то появится еще 
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один участок, описываемый уравнением (2) с углом внутреннего трения, 
характеризующим породы отвала), поверхность скольжения опишется 
уже известным уравнением:
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где d – постоянная.

Условие в точке преломления поверхности скольжения на контакте 
основание–отвал при условии равенства объемных весов пород основа-
ния и отвала имеет вид:
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где y3, y4 – соответственно угол наклона поверхности скольжения до 
преломления в основании отвала и после преломления в породах отвала; 
b – угол наклона контакта основание–отвал в точке преломления; h2 – 
глубина точки излома; C1, C – соответственно сцепление пород отвала и 
основания; j1, j – соответственно углы внутреннего трения пород отва-
ла и основания.

Заметим, что если сцепления пород отвала и основания равны 
нулю, то правая часть условия преломления поверхности скольжения 
также равна нулю.

Все остальные уравнения и параметры определяются подобно тому, 
как в задачах на неоднородный и подработанный откос, а также из при-
мера отвала на наклонном основании.

Рассмотрим частный случай – горизонтальное основание под дей-
ствием равномерно распределенной нагрузки q (рис. 3). 

Для откосов, угол наклона которых превышает угол внутреннего 

трения, поверхность скольжения состоит из трех участков, на каждом из 
которых свое условие равновесия или устойчивости. Для оснований (угол 
откоса равен нулю) средний участок поверхности скольжения будет отсут-
ствовать, так как не выполняется критерий. Таким образом, поверхность 
скольжения для основания состоит из двух участков, причем для обоих 
участков необходимо принять n = 1. Нагруженный участок подобен вер-
тикальному откосу – участок горизонтальной бермы, а ненагруженный 
участок – участку выпора. Глубина точки излома поверхности скольжения 
h является параметром, изменяя который, отыскиваем поверхность сколь-
жения с максимальной разницей сдвигающих и удерживающих призму 
смещения сил. Аналогично для наклонного основания глубину точки из-
лома на стыке участков откоса отвала и откоса основания h1 можно при-
нять в качестве изменяемого параметра.

Рассмотрим пример расчета нагруженного отвала (q = 1 т/м) с гео-
метрическими параметрами: a = 35о; Н = 35 м и физико-механическими 
свойствами: j = 35о; g = 2,5 т/м3; С = 0 т/м2, отсыпанного на слабое наклон-
ное основание, обладающее физико-механическими характеристиками: 
j = 15о; g = 2,5 т/м3; С = 5 т/м2.

По результатам численного решения определены следующие геоме-
трические параметры:

 

{ }1 2 3 1 2 3 4 5ψ ψ ψ ψ ψ λ =
T

h h h d A B

 
{ }= 0, 22 13, 05 3, 91 29, 6 25, 5 34, 0 46,1 56, 8 2, 42 0, 74 1,11 1, 37 ,

T

− −

где h3 – глубина поверхности скольжения на стыке участков откоса от-
вала и горизонтальной площадки; y5 – угол наклона поверхности сколь-
жения на стыке участков откоса отвала и горизонтальной площадки (со 
стороны откоса).

На рис. 4 представлен пример расчета устойчивости отвала с выпо-
ром основания. Отметим, что показанная на рис. 4 поверхность скольже-
ния является предельной, но не является наиболее слабой, как отмеча-
лось выше, критическую поверхность скольжения необходимо отыски-
вать перебором параметра, например h1.
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Рисунок 3. Расчет устойчивости основания / Figure 3. The calculation of base stability.

Рисунок 4. Расчет отвала на слабом наклонном основании / Figure 4. Calculation of dump on weak inclined base.

 q = const 

h 

p/4 + j/2 

p/4 – j/2 

 

j = 35о 

С = 0 т/м2 
g = 2,5 т/м2 
 Н = 35 м 

j′ = 15о 

С′ = 5 т/м2 

q = 1 т/м 

a = 35о b = 15о 

∆y = 4,1о 

∆y = 12,1о 




